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Operaciones con funciones

Las operaciones con funciones son operaciones matematicas que se realizan
sobre las funciones ya definidas. Al aprender estas operaciones, es esencial
entender cdmo combinar funciones de manera coherente y como se afectan
mutuamente. Las operaciones comunes con funciones incluyen:

« Suma de funciones

« Resta de funciones

« Multiplicaciéon de funciones
- Division de funciones

« Composicion de funciones

1. Suma de funciones

La suma de funciones consiste en sumar dos funciones f(x), g(x). La operacion
se realiza punto por punto.

o Formula: (f + g)(x) = f(x) + g(x)
Ejemplo:
Si f(x) = x%, g(x) = 2x +1, entonces:

F+@O=fX)+gx)=x*+Q2x+1)=x> +2x + 1
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2. Resta de funciones

La resta de funciones consiste en restar una funcion g(x) de una funcién f(x).

« Formula: (f —g)(x) = f(x) —g(x)
Ejemplo:

Si f(x) = x* +3x, g(x) = x + 2, entonces:

F-9)@)=fx)—gx)=x?+3x)—(x+2)=x*+3x—x—2=x2+2x—2

3. Multiplicacion de funciones

La multiplicacion de funciones consiste en multiplicar dos funciones f(x), g(x)
« Formula: (f - g)(x) = f(x) - g(x)
Ejemplo:

Si f(x) =x+1, g(x) = 2x — 3, entonces:

F @) =fx)-gx)=(x+1)2x—-3)=2x>-3x+2x—3=2x>—x—3

——
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4. Division de funciones

La division de funciones implica dividir una funcién f(x) por otra funcién g(x) ,
siempre que g(x) # 0.

« Formula: (g) (x) = %,g(x) #0

Ejemplo:
Si f(x) = x? + 1(x), g(x) = x — 1 entonces:

f(x) x2+1
() ®=g=5=19%1

Nota: Es importante asegurarse de que el denominador g(x) no sea igual a cero,
ya que no se puede dividir entre cero.

5. Composicion de funciones

La composicion de funciones implica aplicar una funcién a los resultados de
otra funcién. Si tienes dos funciones f(x), g(x), la composicion de f, g se denota
como fog.
« Férmula: (f c g)(x) = f(g(x))
Ejemplo:
Si f(x) = x?, g(x) = 3x + 1, entonces:
Fogd))=f(9(x)=fBx+1)=Cx+1)?=Cx+1)Bx+1) =9x?+3x+3x+1

=9x2 +6x+1

Nota: El orden de la composicion es importante. En f o g, primero se aplica g(x)
luego f(x) al resultado de g(x).
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6. Ejercicios practicos

1. Si f(x) =x3—-2x, g(x)=x?+4, encuentra:

o

@)

(@)

@)

O

(f +9)(x)

f —9)x)

f-9)x)

(f e g)(x)
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Limites

1. ¢Qué es un limite?

Un limite es el valor al que se aproxima una funcién f(x) cuando x se acerca a
un numero a. Matematicamente, se define como:

lim f(x) = L

x—a

Esto significa que cuando x se acerca a a, los valores de f(x) se acercan al
namero L.

2. Técnicas basicas para evaluar limites

Existen varias maneras de evaluar limites. Las técnicas mas comunes son:

2.1 Evaluacion directa

Cuando la funcién es continua en el punto al que x se acerca, se puede
simplemente sustituir x = a en la funcién. Es el caso mas sencillo.

« Ejemplo:
Para evaluar lirré(3x + 4), simplemente sustituimos x = 2:
X

lim(3x +4) =3(2) +4=6+4=10
X—

2.2 Sustitucion directa fallida: Forma indeterminada %

Si al evaluar el limite directamente, obtenemos una forma indeterminada
0 s . .7 . .
como -, debemos usar otras tecnicas, ya que la evaluacion directa no proporciona

un valor claro.

——
v
| —
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3. Limites de la forma %

’ . . . 0 . .
Cuando al evaluar un limite obtenemos la forma indeterminada > significa que

tanto el numerador como el denominador tienden a cero, y necesitamos realizar
una simplificacion para poder calcular el limite.

3.1 Factorizacion (para limites de la forma g)

La factorizacion es uno de los métodos mas comunes para resolver limites de la
0 . .
forma 5" En muchos casos, al factorizar el numerador o el denominador (o

ambos), podemos cancelar términos y simplificar la expresion.

« Ejemplo 1 (factorizacion por el método de diferencia de
cuadrados):

!
Evaluar lim (x ) .
x-1 \x—1

Primero, intentamos la evaluacion directa:

Como tenemos una forma indeterminada, factorizamos el humerador:
x2—1=(x-Dkx+1)
Entonces, la expresidn se convierte en:

x—Dx+1)
x-1 x—1

Cancelamos el factor (x — 1) (siempre y cuando x # y obtenemos:

limx+1=1+1=2

x—1
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e Ejemplo 2 (Factorizaciéon por una constante)
Consideremos el siguiente limite:

A 3x—12
tim (2=7)
Paso 1: Evaluacion directa
Intentamos sustituir x = 4 directamente:
3(4)—12 12-12 O
4—4 0 0
Esto da como resultado una forma indeterminada %, lo cual nos indica que
debemos factorizar la expresién en el numerador.
Paso 2: Factorizacion por constante
El numerador tiene un factor comun. Extraemos 3 del numerador:
3x +12 =3(x — 4)
Por lo tanto, el limite se convierte en:
3(x—4)
lim (—) =1lim3 =3
x=4\ x—4 x—4
e Ejemplo 3 (Factorizacion de la forma (x + a)(x — b))
Consideremos el siguiente limite:

<x2 —3x + 2)
lim| ———
x—-1 x—1

Paso 1: Evaluacion directa
Primero, intentamos evaluar el limite sustituyendo x = 1 directamente en la
expresion:

12 —-3(1) +2 1-3+2 0

S 1-1 "7 0 o0

Obtenemos una forma indeterminada %, lo que indica que necesitamos
factorizar el numerador para poder simplificar la expresion.

Paso 2: Factorizacion del numerador

Ahora, vamos a factorizar el trinomio x? — 3x + 2. Buscamos dos numeros
que multiplicados den +2 (el término constante) y sumados den -3 (el
coeficiente de x).

Los dos numeros que cumplen estas condiciones son —1 y —2. Por lo tanto,
podemos factorizar el trinomio de la siguiente forma:

x2-3x+2=(x—-1(x-2)
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Paso 3: Sustitucion en la expresion original

Sustituimos la factorizacion en el limite original:

lim

x—-1

((x - Dx - 2)>
x—1
Paso 4: Cancelacion de factores

Ahora podemos cancelar el factor (x — 1) en el numerador y el denominador
(recordando que no podemos dividir por cero, asi que x = 1:

limx—-2)=1-2=1
x—1




4. Ejercicios Practicos

o lim(Bx?—-2x+1)
x—3

. x%2-9
o lim
x—-3 \ x-3

. xX—2
o lim
x—2 \4x—8

. x%+42x-3
o lim{\—G——
x—1 \ x“+x—-2
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Derivacion
1. Concepto de Derivada

La derivada de una funcidén f(x) en un punto x = a mide la tasa de cambio de
f(x) con respecto a x en ese punto. Es el limite de la razén de cambio promedio a
medida que x se aproxima a a. Matematicamente, se define como:

f(x+Ax)—f(x))

f') = Al)icr_r)10< Ax

geométricamente como la pendiente de la recta tangente a la curva de f(x) en el
punto x.

2. Reglas Basicas de Derivacion

2.1 Derivada de una constante

Si f(x) = ¢, donde ccc es una constante, entonces:
f'x)=0

Ejemplo:

f)=5=f'(x)=0
2.2 Derivada de x

Si f(x) = x, entonces:
fl) =1
Ejemplo:

fx) =3x=f'(x) =3

10
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2.3 Derivada de una potencia de x

Si f(x) = x™, donde n es cualquier nUmero real, entonces:

fa)=n 2"t

Ejemplo:

f(x) =x%= f'(x) = 3x?

2.4 Derivada de una constante multiplicada por una funcion
Si f(x) =c-g(x), donde c es una constante, entonces:

fix) =c-g'(x)
Ejemplo:

f(x) =5x3= f'(x) =5-3x% = 15x2

3. Reglas de Derivacion Avanzadas
3.1 Regla de la suma y resta
Si f(x) = g(x) £ h(x), entonces:

f1x) =g'(x) £ h'(x)
Ejemplo:

f(x) =x*+3x> f'(x) =2x+3

11

——
| —




Centro de Estudios Tecnolégicos, industrial y de servicios No. 33
“Carlos Maria de Bustamante”

-
E D l l CAC ION <‘ Subsecretaria de Educacién Media Superior
@ Direccién General de Educacién Tecnolégica Industrial y de Servicios
3.2 Regla del Producto

Si f(x) = g(x) - h(x), entonces:

f') =g'(x) - h(x) + g(x) - K'(x)

Ejemplo:
f(x)=x% - (x2+3x)= f'(x) = 2x - (x> + 3x) + x%2 - (2x + 3)
3.3 Regla del Cociente

Si f(x) = %, donde h(x) # 0, entonces:

g'(x)-h(x) —g(x)-h'(x)
(h ()

fix) =

Ejemplo:

x? e 2x(x+1) —x2(1) 2x?% + 2x — x? x? + 2x
= = = =
xr1o ™ (x + 1)2 G+ Dx+1 x2+2x+1

f(x) =

4. Derivadas de Funciones Compuestas (Regla de la
Cadena)

La regla de la cadena se utiliza cuando tenemos una funcién dentro de otra. Si
f(x) = g(h(x)), entonces:

f'(x) = g'(h(x)) - ' (x)
Ejemplo:

F(x) = Bx2 +2x)3 = f'(x) = 3(3x% + 2x)2(6x + 2) = (18x + 6)(3x2 + 2x)?

12
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5. Ejercicios practicos

a)f(x) =9n

b) f(x) = V8x

c) f(x) =x*°

d) f(x) = 30x1°

e) f(x) =4x3 —5x2+6x—7

) f) = e

g) f(x) = (4x® + 5x*)(6x — 7)

6x—5
4x+3

h) f(x) =

——
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Puntos Criticos y Analisis de Maximos y Minimos

1. ¢Qué es un punto critico?

Un punto critico de una funcién f(x) es cualquier punto x = ¢ en el dominio de la
funcién donde:

o La derivada de la funcidn f'(x) se anula, es decir, f'(c) =0, 0
» La derivada no existe en ese punto.

Los puntos criticos son importantes porque pueden ser maximos o minimos, y
son esenciales para encontrar los valores extremos de una funcion.

2. COmo encontrar los puntos criticos

Paso 1: Encuentra la derivada de la funcion f'(x)

Para encontrar los puntos criticos, primero necesitas encontrar la derivada de la
funcion. Esto te permitira identificar los puntos donde la pendiente de la tangente
a la curva es cero o indefinida.

Paso 2: Resuelve la ecuacion f'(x) = 0 o busca puntos donde f'(x) no
existe

Una vez que tienes la derivada de la funcidn, resuelve la ecuacidn f'(x) = 0 para
encontrar los valores de x donde la derivada se anula. Ademas, busca puntos
donde la derivada no exista (como en los puntos donde la funcidn tiene
discontinuidades o picos).

Ejemplo:
Sea f(x) = x® — 3x? + 4. Para encontrar los puntos criticos:
1. Encuentra la derivada:
f'(x) = 3x? — 6x
2. Resuelve f'(x) =0
3x2—6x=0=>3x(x—2)=0
3. Los puntos criticos son x =0, x = 2.

14
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3. Decidir si es un maximo o un minimo

3.1 Prueba de la segunda derivada:

Una vez que encuentres los puntos criticos, el siguiente paso es determinar si
esos puntos corresponden a un maximo local, un minimo local

Para hacer esto, utilizamos |la segunda derivada.

Paso 1: Calcula la segunda derivada f"(x)

La segunda derivada nos indica como estd cambiando la pendiente de la funcidn.
Para decidir si un punto critico es un maximo o un minimo, evaluamos la segunda
derivada en los puntos criticos.

Paso 2: Realiza la prueba de la segunda derivada

« Si f”(a) <0, entonces f tiene un maximo local en a.
e Sif”(a) >0, entonces f tiene un minimo local en a.
e Sif”(a) =0, la prueba no es concluyente.

Ejemplo:

Considerando la funcién f(x) = x® — 3x? + 4, donde los puntos criticos fueron x =0
Yy x =2:

1. Primero, encontramos la segunda derivada:
fl(x)=3x>—6x>f"(x) =6x—6
2. Evaluamos la segunda derivada en los puntos criticos:
o Enx=0:f"(0)=6(0)—6=-6. Como f"”(0) <0, hay un maximo local

en x =0.
o Enx=2:f"12)=6(2)—-6=6.Como f"(2) >0, hay un minimo local
en x = 2.

15
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3.2 Prueba de la primera derivada (si la segunda derivada no
es concluyente)

Si la segunda derivada es cero en un punto critico, la prueba de la primera
derivada puede ser (til.

Paso 1: Calcula la derivada de la funcion f'(x)

Paso 2: Evalda el signo de f'(x) en los intervalos alrededor del punto
critico:

e Si en valores cercanos anteriores y posteriores a f’(a) cambia de (+) a (-),
se trata de un maximo local.

e Si en valores cercanos anteriores y posteriores a f’(a) cambia de (=) a (+),
se trata de un minimo local.

e Si f’'(a) no cambia, la prueba no es concluyente

Ejemplo:

Considerando la funcidn f(x) = x® — 3x? + 4, donde los puntos criticos fueron x = 0
Y x =2:

1. Primero, encontramos la segunda derivada:
f'(x) =3x% — 6x
2. evaluamos en valores cercanos a cada punto critico
o Para x=0: f'(-0.1) = 3(=0.1)2 — 6(=0.1) = 0.63, £'(0.1) = 3(0.1)% —
6(0.1) = —0.57. Como cambia de (+) a (-), hay un maximo local en
x=0.
o Para x=2: f'(1.9) = 3(1.9)2 - 6(1.9) = —0.57, f'(2.1) = 3(2.1)2 — 6(2.1) =
0.63. Como cambia de (-) a (+), hay un minimo local en x = 2.

16
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EDUCACION PUBLICA

4. Ejercicios practicos

a) f(x) =2x3—-3x>+4x-5

——
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Teoria

Notacion de Newton: Si x= x(t) la primera derivada es x = %.

Notacion de Leibniz: Si y = f(x) la primera derivada es y’' = f'(x).

Definicidn de Funcidn: Es una regla que asigna a cada elemento x de un
conjunto D exactamente un elemento llamado f(x), de un conjunto E.

Recta tangente: Es una recta que toca a la curva en un solo punto llamado
punto de tangencia.

. A -
Pendiente: m =2 =241

Ax X2—Xq

f(x+Ax)—-f (x))
Ax

Definicidn de derivada: lim (
Ax—0
Criterio de la primera derivada: Si f'(a) = 0 y entonces
o Si en valores cercanos anteriores y posteriores a f'(a) cambia de (+)
a (-), se trata de un maximo.
o Si en valores cercanos anteriores y posteriores a f'(a) cambia de (-)a
(+), se trata de un minimo.
o Si f’(a) no cambia, la prueba no es concluyente.

Criterio de la segunda derivada: Si f’(a) = 0 y entonces
o Si en valores cercanos anteriores y posteriores a f'(a) cambia de (+) a
(-), se trata de un maximo.
o Si en valores cercanos anteriores y posteriores a f'(a) cambia de (—)a
(+), se trata de un minimo.
o Si f’(a) no cambia, la prueba no es concluyente.

18
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